Lietuvos merginy matematikos olimpiada 2024

2024.11.23

Taisyklés:

e Olimpiados trukmé yra 4h 30 min.

e Kiekvienas uzdavinys vertinamas maksimaliai 7-iais taskais.

e I3 pirmy dviejy uzdaviniy kartu sudéjus nesurinkus bent 8 tasky, like uzdaviniai nebus tikrinami.

e SkaiCiuotuvais ir kitomis elektroninémis priemonémis olimpiados metu naudotis negalima.

Uzdavinys 1. DeSimtainéje iSraiskoje
34! = 295232799039a04140847618609643560000000.

Raskite skaicius a ir b.

Pastaba: n! Zymi skaiciaus faktorialg, t.y. skai¢iy, gaunamg sudauginus visus naturalivosius nuo 1 iki n imtinas.
Pavyzdziui 5! = 1% 2% 3 x4 x5 = 120.

Uzdavinys 2. Tarkime, AK ir BL yra trikampio ABC aukstinés. Jrodykite, kad jei BK = KL, tai trikampis ABC yra
lygiaSonis.

Uzdavinys 3. Lygiagretainyje ABCD tiesé, einanti per C, kerta jstrizaine BD taske E ir krastine AB taSke F. Jei F yra
AB vidurio ta8kas, o trikampio BEC' plotas yra 100, raskite keturkampio AF ED plota.

Uzdavinys 4. Irodykite, kad neegzistuoja tokie naturalieji skai¢iai x,y, kad:

(1’+1)2+(IE+2)2+...+($+9)2:y2

Uzdavinys 5. Tarkime, kad a, b ir ¢ yra realieji skaiciai, kuriems galioja lygtis abc = 1. Irodykite, kad:

1 1 1

1+a2024 + 1 +b2024 + 1 +62024 > 1.

Uzdavinys 6. Kiekvienas 1 x 1 langelis 10 x 10 lentoje yra nudazytas juoda arba balta spalva taip, kad kiekvienas juodas
langelis turi bent 3 baltus kaimynus (du langeliai yra kaimynai, jei turi bendra krastine). Koks yra maksimalus juody langeliy
skaic¢ius? O 11 x 11 dydzio lenteléje?
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Uzdavinys 1. DeSimtainéje israiskoje
34! = 295232799039a04140847618609643560000000.

Raskite skaicius a ir b.

Pastaba: n! Zymi skaiciaus faktorialg, t.y. skaiciy, gaunamag sudauginus visus naturaliuosius nuo 1 iki n imtinai.
PavyzdZiui 5! = 1% 2+ 3 x4 x5 = 120.

Sprendimas: Naudosime dalumo i§ 9 ir 11 taisykles. Dalumas i§ 9 mums duoda, kad, kadangi 34! dalus i§ 9, tai 2 + 9 +
5+24+34+24+7+94+94+043+9+a+0+4+14+44+0+8+4+74+64+1+8+64+0+94+6+4+3+5+b=a+b+ 136
dalu i8 9, taigi a + b turi liekang 8 dalinant is 9.

Dalumas i$§11 mums duoda, kad, kadangi 34! dalus i§ 11, tai2—-94+5—-243—-247-9+9—-04+3—-9+a—-0+4—-1+
4—-04+8—-447-64+1-84+6—-0+9—-6+4—-—3+5—-b=a—0b+ 18 dalu i§ 11, taigi a — b turi liekana 4 dalinant is 11.

Perrinkus nesunku pastebéti, kad vieninteliai skaiciai, tenkinantys abi salygas, yra a = 6,b = 2.

Uzdavinys 2. Tarkime, AK ir BL yra trikampio ABC aukstinés. Irodykite, kad jei BK = KL, tai trikampis ABC yra
lygiaSonis.

Sprendimas: Pazymékime kampo C' dydj ¢. Tada ZLBK = 90° — ¢. Kadangi BK = KL, tai ZBLK = 90° — c. Bet tada
/KLC =90° — ZBLK = c¢. Vadinasi, BK = KL = KC'. Vadinasi, AK yra ne tik trikampio aukstiné, bet ir pusiaukrastiné,
taigi ABC' - lygiaSonis.

Uzdavinys 3. Lygiagretainyje ABCD tiesé, einanti per C, kerta jstrizaine BD taske E ir krastine AB taske F. Jei F yra
AB vidurio taskas, o trikampio BEC plotas yra 100, raskite keturkampio AF ED plota.

Sprendimas: Pastebékime, kad trikampiai BEF ir DEC - panasieji (pagal tris kampus) ir trikampis BEF yra 2 kartus
maZesnis (nes BF' 2 kartus trumpesné uz CD). Vadinasi, jei BEF plotas yra S, tai CDE plotas yra 45S.

Taip pat, trikampiy ADF ir BCF plotai lygus (nes AF = FB ir auk$tinés, nubréztos i§ D ir C' | atitinkamai kraStines
AF ir BF, yra lygios). Taigi, trikampio AF D plotas yra 100 4+ S.

Taip pat, trikampiai ABD ir CDB lygus (ir ypa¢, ju plotai lygus pusei lygiagretainio plotui). I to gauname, kad EDF
plotas yra 100 + 45 — S — (100 + 5) = 25.

Kadangi BEF plotas dvigubai maZesnis uz DEF plota, tai reiskia, kad krastiné BE yra dvigubai trumpesné uz DE (nes
aukstiné, nuleista i§ F' ] BE ir DE yra ta pati.

Bet tada, dél tos pacios logikos, BC'E plotas dvigubai mazesnis uz C DFE plota. Vadinasi, 45 = 2 % 100, taigi S = 50.
Vadinasi, keturkampio AF ED plotas yra 35 + 100 = 250.

UzZdavinys 4. Jrodykite, kad neegzistuoja tokie naturalieji skai¢iai x,y, kad:
(z+12+ (@ +2)%+-+ (2 +9)? =4
Sprendimas: Atskliaude kaire puse gauname 922 + 90x + 285 = y2. Kairé pusé dalinasi is 3, taigi y dalinasi i 3. Bet tada

y? dalinasi i3 9. Taciau kairé pusé yra 9(x? + 2 + 31) + 6 - nesidalina i§ 9. Taigi lygtis naturaliy sprendiniy neturi.

Uzdavinys 5. Tarkime, kad a, b ir ¢ yra realieji skaiciai, kuriems galioja lygtis abc = 1. Irodykite, kad:

1 1 1
L a202t T 1 peoat T oot 1
Sprendimas: Pazymékime x = 29?4,y = b29%4, 2 = 2924, Tada xyz = 1 ir z,y, z > 0. Tada mums reikia jrodyti, kad

1 n 1 n 1
142 14y 14z

Visky i8dauging gauname 3+ 2(x +y+2) + oy +xz+yz > 1+ x4+ y+ 2+ 2y + vz + yz + xyz. I8prasting ir prisimine,
kad zyz = 1, gauname 1 + = + y + z > 0, kas akivaizdziai tiesa. Irodyta.

> 1.




Uzdavinys 6. Kiekvienas 1 x 1 langelis 10 x 10 lentoje yra nudazytas juoda arba balta spalva taip, kad kiekvienas juodas
langelis turi bent 3 baltus kaimynus (du langeliai yra kaimynai, jei turi bendra krastine). Koks yra maksimalus juody langeliy
skaic¢ius? O 11 x 11 dydzio lenteléje?

Sprendimas: Atkreipkime démesj, kad bet kurioje 2 x 2 lentelés dalyje gali buti daugiausiai 2 juodi kvadratéliai. Taip pat,
kampiniai langeliai negali buti juodi (turi tik po du kaimynus). O i§ krastiniy langeliy, daugiausiai kas antras gali buti juodas
(nes turi tik po tris kaimynus, kurie visi privalo buti balti). Taigi 10 x 10 kiekvienas krastas turi po daugiausiai 4 juodus
langelius, o vidinj 8 x 8 kvadrata galima padalinti j 16 2 x 2 kvadratéliy. Taigi i§ viso maksimaliai gauname 4% 44 16%2 = 48
juodus kvadratélius. Pavyzdys apacioje.

11 x 11 lentg galima padalinti j 10 x 10 ir likusias dvi lentos krastines (tarkime, apatine ir degine). Tada 10 x 10 galime
padalinti j 25 2 x 2 kvadratukus, o kiekvienoje kraStinéje Zinome, kad gali buti ne po daugiau nei 5 juodus langelius
(nes kampinis negali buti juodas, o i§ likusiy daugiausiai kas antras gali buti juodas). Taigi i§ viso maksimaliai gauname
25 % 2 4+ 2% 5 = 60 juodus kvadratélius. Pavyzdys apacioje.




