Olimpiada

Daumilas Ardickas

Uzdavinys 1. Skaifius ag yra naturalusis. Seka {a, },>o apibrézta taip: jei

J
a, = g c; 107,
i=0

kur ¢; € {0,1,2,---,9}, tai
Angr = 2007 4 (2007 4y 05007.
Ar jmanoma taip pasirinkti ag, kad visi sekos nariai yra skirtingi?
Uzdavinys 2. Duota, kad t > % yra realus skai¢ius, o n — naturalus. [rodykite, kad
th Z (t _ 1)2n + (2t _ 1)n

Uzdavinys 3. Raskite visus teigiamus realiuosius skai¢ius x ir y, tenkinancius lygti

11
3;-|-y—|—;+§+4:2-(\/2x+1+\/2y+1)

UzZdavinys 4. Skaiciai a, b, ¢ yra teigiami realieji, taip pat abc = 1. Irodykite, kad

a n b n c <1
a?4+2 b24+2 242

UzZdavinys 5. Ant lentos paraSyti du naturalieji skai¢iai. Vienas i§ jy yra 2011, o kitas mazesnis nei 2011. Jei ty skaiciy
aritmetinis vidurkis yra naturalusis skai¢ius m, vienu éjimu galime nutrinti vieng i$ skai¢iy ir vietoje jo parasyti m. Jrodykite,
kad maksimalus éjimy skai¢ius yra 10. Pateikite pavyzdj, kai operacija galima atlikti 10 karty.

Uzdavinys 6. Ant stalo guli iSrikiuotos 12 korty. Kortos gali buti trijy rusiy: balta i§ abiejy pusiy, juoda i$ abiejy pusiy
arba balta i§ vienos ir juoda i§ kitos pusés. Pradzioje matome 9 juodas puses. Apvertus 1 — 6 kortas, matome 4 juodas puses.
Po to apvertus 4 — 9 kortas, matome 6 juodas puses. Galiausiai, apvertus 1 — 3 ir 10 — 12 kortas, matome 5 judoas puses.
Kiek kurios rusies korty turime?

UzZdavinys 7. Turime 40 x 50 lenta. Kiekviename langelyje yra po mygtuka, kuris kontroliuoja tame langelyje esancia lempa,
kuri gali buti jjungta arba ijungta. Paspaudus ant lempos mygtuko, pasikei¢ia ne tik tos lempos, bet ir visy lempy, esanciy
tame stulpelyje ir visy, esanc¢iy toje eilutéje, busena. Pradzioje visos lempos i§jungtos. Irodykite, kad galima taip spausti
mygtukus, kad galiausiai visos lempos bus jjungtos. Kiek maziausiai paspaudimy reikés?

Uzdavinys 8. Jonukas ant lapo kazkokia tvarka parasé skai¢ius 1,2, ..., n. Po to jis sudaré visy tokiy pory (4, j) sarasa, kad
1 <1 < j < nir i-tasis skai¢ius didesnis uz j-tajj skai¢iy jo uzrasytame lape. Po to Jonukas kartoja §j veiksma: jis pasirenka
pora (%, ) i3 savo saraSo, sukeiia savo paraSytus i-tajj ir j-taji skaiCius ir iStrina pora (4, j) i$ saraso. Irodykite, kad Jonukas
gali pasirinkti poras tokia eilés tvarka, kad padarius visus éjimus, skai¢iai parasyti didéjimo tvarka.

Uzdavinys 9. Duotas status trikampis ABC, ZA = 90° ir AB # AC. Taskai D, E, F taip padéti atitinkamai ant atkarpy
BC, CA, AB, kad AFDE yra kvadratas. Irodykite, kad ties¢ BC, tiesé F'E ir apie ABC apibrézto apskritimo liestiné taske
A kertasi viename taske.

UzZdavinys 10. Smailiame trikampyje ABC nubréZta aukstiné C' D, o tagkas H yra §io trikampio ortocentras. Duota, kad apie
trikampj apibrézto apskritimo centras yra ant kampo DH B pusiaukampinés. Raskite visas galima kampo ZC AB reikSmes.

UzZdavinys 11. Taskai M ir N taip padéti ant trikampio ABC pusiaukampinés AL, kad ZABM = ZACN = 23°. Taskas
X taip padétas trikampio ABC' viduje, kad BX = CX ir ZBXC = 2/BM L. Raskite ZMXN.

UzZdavinys 12. Duotas smailus trikampis ABC, taSkas H yra jo ortocentras. Pazymékime taskus Ha, Hp ir He, kurie
yra atitinkamai antri aukstiniy i§ A, B, ir C susikirtimo tagkai su apie ABC apibréztu apskritimu. Irodykite, kad trikampio
HHpHc plotas negali buti didesnis uz trikampio ABC' plota.
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Uzdavinys 13. Duota tokia naturaliyjy skai¢iy seka aq, as, ..., kad kiekvienam m ir n galioja §i savybé: jei m yra skaic¢iaus
n daliklis ir m < n, tada a,, yra skai¢iaus a,, daliklis ir a,, < a,,. Raskite maziausia jmanoma skaic¢iaus asggg reikSme.

UzZdavinys 14. Duoti tokie naturalieji skaiciai x,y, z, kad ”—;1 + %‘1 + %1 yra sveikas skai¢ius. Skai¢ius d yra z,y ir z
didziausias bendras daliklis. Irodykite, kad d < &/zy + yz + zz.

Uzdavinys 15. Skaidiai a ir b yra naturalieji, b < a, taip pat a®+b®+ab dalijasi i§ ab(a—b). Irodykite, kad ab yra naturalaus
skai¢iaus kubinis laipsnis.

Uzdavinys 16. Raskite visus naturaliuosius n, kuriems egzistuoja tokia begaliné aibé A, sudaryta i$ skirtingy naturaliyjy
skaiCiy, kad bet kuriems paporiui skirtingiems aibés A nariams ai,...,a, € A, skai¢iai a; + ... + a, ir a1az...a, yra
tarpusavyje pirminiai.
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Olimpiada

Ernestas Ramanauskas

2024-11-08

Uzdavinys 1. Raskite visas tokias pirminiy skai¢iy poras (p, q), kad p> — ¢° = (p + ¢)2.

UzZdavinys 2. Raskite visus tokius naturaliuosius skai¢ius d, kurie dalo bet kokj skai¢iy, gauta iSrikiavus bet kurio d
kartotinio skaitmenis bet kokia tvarka.

Uzdavinys 3. Raskite visas pirminiy skai¢iy poras (p, q), kurioms p? + ¢3 ir ¢> + p® yra naturaliyjy skai¢iy kvadratai.

Uzdavinys 4. Raskite visus naturaliuosius skai¢ius n, kuriems 3" + 1 dalinasi i§ n2.

UzZdavinys 5. Raskite visus tokius realiuosius skai¢ius a, kuriems egzistuoja nevienareiksmé funkcija f : R — R tenkinanti
Sias lygybes visiems realiesiems skaic¢iams x:

i)f(az) = a®f(x)
i) f(f(z)) = af(x)
Uzdavinys 6. Tegul a,b,c,d, e, f yra neneigiami realieji skai¢iai, tenkinantys salyga a + b+ ¢+ d + e + f = 6. Raskite
didizausig galimg reiskinio
abc + bed + cde + def + efa + fab
reikSme ir raskite visus rinkinius (a, b, ¢, d, e, f), su kuriais §i reik§mé pasiekiama.
UzZdavinys 7. Raskite visus tokius naturaliuosius skai¢ius n, kuriems nelygybé
32" + n(x + 2) — 3 > na?
galioja visiems realiesiems skai¢iams .
Uzdavinys 8. Tegul a,b, ¢,d yra neneigiami realieji skaiciai, tenkinantys a + b + ¢ + d = 4. Irodykite nelygybe
a n b n c n d < 4
ad+8 ¥+8 A+8 dB*+879
Uzdavinys 9. Ar egzistuoja SeSiakampis (nebutinai iskilasis), kurio krastiniy ilgiai yra 1,2, 3,4, 5,6 (nebutinai tokia tvarka)
ir kurj galima be persidengimu sudaryti i§ a)31; b)32 lygiakras¢iy trikampéliy, kuriy krastinés ilgis yra 17

UzZdavinys 10. Lentoje parasyta n skai¢iy, lygiy 1. Ejimo metu reikia nutrinti du skai¢ius ir du kartus parasyti jy suma.
Po h éjimy visi n skai¢iy tapo lygus m. [rodykite, kad h < %nlog2 m.

Uzdavinys 11. Tegul T Zymi penkiolikos elementy aibe {10a+b:a,b € Z,1 < a < b < 6}. Tegul S Zymi T poaibj, kuriame
pasitaiko visi skaitmenys, bet jokie trys aibés S elementai kartu neturi SeSiy skirtingy skaitmeny. Raskite didziausia tokj
poaibj S.

Uzdavinys 12. Kubg sudaro 43 vienetiniy kubeliy, kuriy kiekviename jrasyta po sveikajj skai¢iy. Ejimo metu reikia pasirinkti
kubelj ir kiekviename bendra siena su juo turinéiame gretimame kubelyje skai¢iy padidinti vienetu. Ar su bet kokia pradine
situacija galima pasiekti, kad visi 43 skai¢iy dalytysi i§ 3?

Uzdavinys 13. Trikampio ABC pusiaukampinés i§ C' ir B Kkerta prieSais esancias krastines AB ir AC atitinkamai taskuose

D ir E. Tieséje AB pazymeétas toks taskas F, kad B yra tarp A ir F. Tieséje AC pazymétas toks taskas G, kad C yra tarp
A ir G. Galioja lygybés BF = CG = BC. Irodykite, kad FG||DE.

UZdavinys 14. Duotas lygiagretainis ABCD su kampu /BAD = 60°. Krastiniy BC' ir C'D vidurio taskai atitinkamai
pazymeéti K ir L. Keturkampis ABK L yra jbréztinis. Raskite ZABD.

Uzdavinys 15. Ibréztinio keturkampio ABCD krastinés AB ir C'D nelygiagretios. Pazyméti C'D vidurio taskas M ir toks
ABCD vidaus taskas P, kad PA = PB = CM. Irodykite, kad tiesés AB, CD ir atkarpos M P vidurio statmuo kertasi
viename taske.

Uzdavinys 16. Tegul M yra trikampio ABC pusiaukrastiniy susikirtimo taskas. Tiesé t, einanti per M, kerta trikampio
ABC apibréztinj apskritimg taskuose X ir Y taip, kad A ir C yra toje pacioje tiesés t puséje. Irodykite, kad

BX -BY =AX-AY +CX -CY
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Olimpiada

Greta Morkuné

Uzdavinys 1. Raskite tris skirtingus daugianarius P(x) su realiaisiais koeficientais, tenkinan¢ius lygtj
P (2% +1) = P(z)? + 1 visiems realiesiems z.

UZdavinys 2. Raskite visus lyg¢iy sistemos realiuosius sprendinius:

r+y+z+t=>5
zy+yz+z2zt+tr=4
zyz +yzt + zte +tey =3
ryzt = —1

Uzdavinys 3. Irodykite, kad visiems teigiamiems realiesiems a, b, ¢ teisinga nelygybé

\/aQ—ab—FbQ—i—\/bQ—bc—&—cQZ Va2 + ac+ 2

Uzdavinys 4. Duota seka {ay}r>1, tenkinanti a; =1, ag = % ir

1 1
Gkt = ap + —ap41 + —— for k> 1.
2 4akak+1

Irodykite, kad:
1 1 1 1
+ + +t
aiaz  G2a4 Q305 a98a100

< 4.

UzZdavinys 5. Ant stalo isrikiuotos 2024 lempos. Du zaidéjai zaidzia zaidima. Kiekvienu éjimu zaidéjas jjungia arba i§jungia
vieng i§ lempy, bet Zaidéjas niekada negali grizti i tokj lempuy iSdéstyma, kuris jau yra buves ankséiau (pavyzdziui, jei
kazkada degé tik pirmoji lempa, Zaidéjas niekada negali sugrjzti j situacija, kai dega tik pirmoji lempa). Zaidéjas, kuris
nebegali padaryti é¢jimo, pralaimi. Kuris Zaidéjas turi laiminc¢iaja strategija?

UzZdavinys 6. Tegu N yra naturalusis skai¢ius. Du zaidéjai zaidzia zaidimg. Pirmasis zaidéjas ant lentos taip uzraso
naturaliuosius skai¢ius (nebutinai skirtingus), kad kiekvienas i§ uzrasyty skaic¢iy nevirsija 25, o visy paraSyty skai¢iy suma
yra bent 200. Antrasis zaidéjas laimi, jei jis gali taip pasirinkti kazkuriuos i§ uZraSyty skai¢iy, kad jy suma yra S ir
200 — N < 5§ <200+ N. Koks yra maziausias N su kuriuo antrasis zaidéjas turi laiminéiaja strategija?

Uzdavinys 7. Vakarélyje buvo 14 draugy. Vienas i$ jy, Petras, nusprendé iSeiti. Jis atsisveikino su 10 i$ savo draugy, pamirso
apie likusius 3, ir is¢jo. Netrukus jis grizo, vél atsisveikino su 10 draugy (nebutinai tais padiais, kaip pirma karta), ir vél is¢jo.
Toliau Petras grjzo dar kazkiek karty, kiekviena karta atsisveikindavo su lygiai 10 draugy, ir iSeidavo. Kai tik jis jau buvo
atsisveikines su kiekvienu draugu bent po viena karta, jis iSéjo ir nebegrizo. Ryte Petras suprato, kad su kiekvienu i savo
draugy jis atsisveikino po skirtinga skai¢iy karty. Kiek maziausiai karty Petras grjZo j vakarélj?

UZdavinys 8. Du magai atlieka triuka. Pirmasis magas iSeina i§ kambario. Antrasis magas turi korty kalade su 100 korty,
kurios sunumeruotos 1,2,...,100 ir jis papraSo trijy ziurovy iSsirinkti po korta. Antrasis magas Zino, kuria korta iSsirinko
kiekvienas ziurovas. Tada jis iSsirenka dar viena korta i$ likusios kaladés ir sumaigSo Sias 4 kortas, pakviecia pirmaji maga
ir jam atiduoda tas 4 kortas. Pirmas magas tada “atspéja”, kuria korta pasirinko pirmasis ziurovas, kurig antrasis ir kurig
treciasis. Irodykite, kad magai gali atlikti §j triuka.

Uzdavinys 9. Duotas iskilasis keturkampis ABC'D, kur ADC = 90°. Tegu E ir F' yra atitinkamai projekcijos i§ tasko B }
tieses AD ir AC. Duota, kad taskas F' yra tarp A ir C, taskas A yra tarp D ir F, ties¢ EF eina pro atkarpos BD vidurio
taska. Irodykite, kad apie ABC'D galima apibrézti apskritima.

Uzdavinys 10. Duotas trikampis ABC, kur ZA = 60°. Taskas T yra taip padétas trikampio viduje, kad ZATB = /BTC =
/CTA = 120°. Tagkas M yra BC vidurio taskas. Irodykite, kad TA+ TB +TC = 2AM.

UzZdavinys 11. ] trikampj ABC jbréztas apskritimas liec¢ia krastine AC taske D. Nubréztas apskritimas, einantis per taska

D ir lie¢iantis spindulius BC' ir BA, spindulj BA lie¢ia taske A. Raskite g—g.
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Uzdavinys 12. Duotas trikampis ABC, tiesés AD, BE ir CF yra jo aukstinés. Taskai P, @, R ir S tenkina Sias salygas: i) P
yra apie ABC apibrézto apskritimo centras. ii) Visy PQ, QR and RS atkarpy ilgiai yra lygus apie ABC' apibrézto apskritimo
spinduliui. iii) Vektorius PQ turi ta paciq kryptj, kaip vektorius AD. Taip pat, vektorius QR turi ta padia kryptj, kaip BE,
o RS turi ta pacig kryptj, kaip C'F. Irodykite, kad S yra j trikampj ABC' jbrézto apskritimo centras.

Uzdavinys 13. Duota, kad a1, as, . . ., a, yra tokia sveiky skai¢iy aritmetiné progresija, kad i|a; kiekvienam ¢ = 1,2,...,n—1,
bet n t a,. Irodykite, kad n yra kazkokio pirminio skaitiaus laipsnis.

Uzdavinys 14. Zinoma, kad a, b, ¢, d yra tokie nenuliniai sveikieji, kad vieninteliai (x,y, z,t), tenkinantys lygtj
az? +by? + 22+ dt? =0
yrax =y =z =1t =0. Ar tai reiskia, kad skai¢iai a, b, ¢, d turi ta patj Zenkla (visi teigiami arba visi neigiami)?

2

UZdavinys 15. Raskite visus tokius naturaliuosius n, kad deSimtainé skaic¢iaus n*® israiska yra sudaryta vien i§ nelyginiy

skaitmeny.

Uzdavinys 16. Ar egzistuoja tokia begaliné, nekonstatiné aritmetiné progresija, kad kiekvienas jos narys gali buti uZrasomas
kaip a’, kur a ir b yra naturalieji skai¢iai ir b > 27?
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Olimpiada

Deividas Morkunas

Uzdavinys 1. Tegul n yra teigiamas sveikasis skai¢ius. Tarkime, kad is lentelés

0 1 oo on—1
n n+1 e 2n—1
m—1n (n—1Ln+1 -+ n?2-1

yra pasirenkami n skaiCiai taip, kad né vienas i$ jy nebuty i tos pacios eilutés ar stulpelio. Raskite didziausia galima Siy
n skai¢iy sandauga.

Uzdavinys 2. Tegul k£ ir n yra teigiami sveikieji skai¢iai, o x1,22, -+, %k, Y1,Y2, - ,Yyn yra skirtingi sveikieji skaiciai.
Polinomas P su sveikaisiais koeficientais tenkina salygas

P(z1) = P(z3) =--- = P(zx) =54
P(y1) = P(y2) = --- = P(yn) = 2013.
Nustatykite didziausig galimg kn reiksme.
UzZdavinys 3. Raskite visas funkcijas f : R — R, kurios tenkina lygybe
ff) +y)+ F(=f(@) = flyfl@) —y) +y
visiems z,y € R.
Uzdavinys 4. Irodykite, kad jei realieji skai¢iai a, b ir ¢ tenkina a? + b2 4 ¢? = 3, tuomet

a? N b2 N 2 (a+b+c)?
24+b+c2 2+c+a?  24+a+b% " 12 '

Kada nelygybé tampa lygybe?

Uzdavinys 5. Realiyjy teigiamy (nebutinai skirtingy) skai¢iy baigtinj (nesutvarkyta) rinkinj vadinkime subalansuotu, jei
kiekvienas jo skai¢ius yra mazesnis uz likusiy skaic¢iy suma. Raskite visus m > 3, kuriems kiekvienas m skai¢iy subalansuotas
rinkinys gali buti padalytas j tris dalis, turin¢ias savybe: bet kuriy dviejy daliy visy skai¢iy suma yra didesné uz likusios
dalies visy skai¢iy suma.

Uzdavinys 6. Kazkiek 1 x 2 domino kauliuky, kuriy kiekvienas dengia du gretimus vienetinius kvadratélius, yra iSdéstyti
n x n dydZio lentoje taip, kad né vienas i§ jy nesiliec¢ia (net ir per kampa). Zinant, kad bendras domino kauliuky uzdengtas
plotas yra 2008, raskite maziausia galima n reikSme.

Uzdavinys 7. Ant lentos uzrasytas teigiamas sveikasis skai¢ius. Zaidéjai A ir B ZaidZia & Zaidima: kiekviename ¢jime reikia
pasirinkti tinkama skai¢iaus n (n yra paraSytas ant lentos) daliklj m (1 < m < n) ir pakeisti n i n —m. Pirmajj éjima atlieka
zaidéjas A, po to zaidéjai keiGiasi éjimais. Zaidéjas, kuris negali atlikti ¢jimo, pralaimi Zaidima. Kokiems pradiniams skai¢iams
egzistuoja laiminti strategija Zaidéjui B?

UZdavinys 8. Duotas naturalusis skai¢ius n. Ragana skrajoja erdvéje R3. Ji pradeda kelione taske (0,0, 0). Ji moka teleportuotis
i bet kurj taska su sveikosiomis koordinatémis, esantj tiksliu atstumu /n nuo jos esamos padéties. Ta¢iau teleportacijos burtai
yra sudétingi. Todél, nors pradzioje ragana jauciasi puikiai, po pirmos teleportacijos ji pasijunta klaikiai. Po dar vienos
teleportacijos ji vél jaucdiasi puikiai, po to vél klaikiai, ir t. t.

Kurioms n reikSmeéms ragana gali patekti j bet kurj taska su sveikosiomis koordinatémis ir puikiai jaustis jame?

UzZdavinys 9. Grafas turi N virSuniy. Nematomas kiskis tupi vienoje i§ jy. Medziotojy burys bando nusauti kigkj. Kaskart
jie Sauna vienu metu: kiekvienas i kuria nors viena virsune (nebutinai ta pacia), pasirinke taikinius sutartinai. Jei Saunama
i virSune, kurioje tupi kiskis, tai medzioklé baigiasi. PrieSingu atveju kiskis gali likti savo virSunéje arba persSokti j vieng is
gretimy virSuniy.

Medziotojai Zino algoritma, kaip nuSauti kiskj per daugiausiai N! éjimy (medZiotojy bendry Suviy). Irodykite, kad
egzistuoja algoritmas, kaip nusauti kigkj per daugiausiai 2V é&jimy.
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Uzdavinys 10. Pirtyje yra n kambariy, kiekvieno kambario talpa yra neribota. Jokiame kambaryje tuo pa¢iu metu negali
buti moteris ir vyras. Be to, vyrai nori dalintis kambariu tik su tais vyrais, kuriy jie nepazjsta, o moterys nori dalintis
kambariu tik su tomis moterimis, kurias jos pazjsta. Raskite didziausia skaic¢iy k, kad bet kurios k poros galéty vienu metu
lankytis pirtyje, esant salygai, kad du vyrai pazjsta vienas kita tada ir tik tada, kai jy Zzmonos pazjsta viena kita.

UZdavinys 11. Trapecija ABCD su pagrindais AB ir CD yra tokia, kad trikampio BC'D apibréztinis apskritimas kerta
tiese AD taske F, skirtingame nuo A ir D. Irodykite, kad trikampio ABFE apibréZtinis apskritimas lie¢ia BC.

UzZdavinys 12. PlokStumoje yra keturi apskritimai, turintys bendra centra. Jy spinduliai sudaro grieztai didéjancia aritmeting
progresija. Irodykite, kad néra tokio kvadrato, kurio kiekviena virsuné guléty ant skirtingo apskritimo.

Uzdavinys 13. Trikampio ABC kampo A pusiaukampiné kerta BC' taske D ir kerta trikampio ABC' apibréztinj apskritima
taske E. Tegul K, L, M ir N yra atitinkamai atkarpy AB,BD,CD ir AC vidurio taskai. Tegul P yra trikampio FKL
apibréztinio apskritimo centras, o (Q — trikampio EM N apibréztinio apskritimo centras. Irodykite, kad /PEQ = Z/BAC.

Uzdavinys 14. Smailaus trikampio ABC aukstinés BBy ir CC; susikerta taske H. Tegul By ir Cy yra taskai atkarpose
BH ir CH, atitinkamai, tokie, kad BBy = B1H ir CCy = C{H. Trikampio By HC5 apibréztinis apskritimas susikerta su
trikampio ABC' apibréztiniu apskritimu taskuose D ir E. Irodykite, kad trikampis DEH yra status.

Uzdavinys 15. Tegu ABCD yra lygiagretainis. Apskritimas, kurio skersmuo yra AC, kerta tiese BD taskuose P ir Q.
Statmuo tiesei AC', einantis per taska C, kerta tieses AB ir AD taskuose X ir Y, atitinkamai. [rodykite, kad taskai P, Q, X
ir Y yra ant to paties apskritimo.

Uzdavinys 16. Raskite visas baigtines teigiamy sveikyjy skai¢iy aibes, turin¢ias bent du elementus, tokias, kad bet kuriems
2
dviem skai¢iams a, b (a > b), priklausantiems aibei, skai¢ius ﬁ taip pat priklausyty aibei.

2

1,1

Uzdavinys 17. Kiek teigiamy sveikyjy skai¢iy pory (m,n), kurioms m < n, tenkina lygtj zg’w =

Uzdavinys 18. Raskite visus teigiamy sveikyju skaiéiy trejetus (a, b, ¢), kuriems

(a+0b)* N (b+c)? n (c—f;)a)4

yra sveikasis skaicius, o a 4+ b + ¢ yra pirminis skai¢ius.

Uzdavinys 19. Raskite visus polinomus f su neigiamaisiais sveikaisiais koeficientais, tokius, kad visiems pirminiams skai¢iams

p ir teigiamiems sveikiesiems skaiiams n egzistuoja pirminis skai¢ius ¢ ir teigiamas sveikasis skai¢ius m, kad buty tenkinama
' T J— m

lygybé f(p") = q™.

Uzdavinys 20. Raskite visas sveikyjy skai¢iy poras (z,v), tokias, kad y® — 1 = z* + 22.
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Olimpiada

Jonas Puksta

1 1 1 1
UzZdavinys 1. (a) Determine the minimal value of (x + y) (x + e 2018) + (y + x) (y + P 2018) , where x and

y vary over the positive reals.

1 1 1 1
(b) Determine the minimal value of (m + > <x + -+ 2018) + (y + ) (y + -+ 2018) , where x and y vary over the
Y Y x x

positive reals.
UzZdavinys 2. Find all functions f : Q<o — Z~¢ such that

1

Fan)-wed (FD 0 FIC)) = ()G

for all z,y € Qso, where ged(a, b) denotes the greatest common divisor of a and b.

Uzdavinys 3. (a) Let a,b, ¢, d be real numbers with 0 < a,b, ¢, d < 1. Prove that

ab(a —b) 4+ be(b — ¢) + cd(c — d) + da(d — a) < %

(b) Find all quadruples (a,b, ¢, d) of real numbers with 0 < a, b, ¢,d < 1 for which equality holds in the above inequality.

UzZdavinys 4. Find all functions f : R — Z such that

(F(f@) —2) + f@)? + F@)? = fly) - L+ 2f(F(y)),
for all z,y € R.

Uzdavinys 5. A polynomial p(z) of degree n > 2 has exactly n real roots, counted with multiplicity. We know that the
coefficient of 2™ is 1, all the roots are less than or equal to 1, and p(2) = 3. What values can p(1) take?

UzZdavinys 6. Let n > 2 be an integer. Alice and Bob play a game concerning a country made of n islands. Exactly two of
those n islands have a factory. Initially there is no bridge in the country. Alice and Bob take turns in the following way. In
each turn, the player must build a bridge between two different islands I; and Is such that:

e [1 and I are not already connected by a bridge.

e at least one of the two islands I; and I is connected by a series of bridges to an island with a factory (or has a factory
itself). (Indeed, access to a factory is needed for the construction.)

As soon as a player builds a bridge that makes it possible to go from one factory to the other, this player loses the game.
(Indeed, it triggers an industrial battle between both factories.) If Alice starts, then determine (for each n > 2) who has a
winning strategy. (Note: It is allowed to construct a bridge passing above another bridge.)

UzZdavinys 7. Find the greatest positive integer N with the following property: there exist integers x1, ...,z such that
z? — x;x; is not divisible by 1111 for any i # j.

U#zdavinys 8. Pawns and rooks are placed on a 2019 x 2019 chessboard, with at most one piece on each of the 20192 squares.
A rook can see another rook if they are in the same row or column and all squares between them are empty. What is the
maximal number p for which p pawns and p 4+ 2019 rooks can be placed on the chessboard in such a way that no two rooks
can see each other?

UzZdavinys 9. Let n be positive integer and fix 2n distinct points on a circle. Determine the number of ways to connect the
points with n arrows (oriented line segments) such that all of the following conditions hold:

e cach of the 2n points is a startpoint or endpoint of an arrow;
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e no two arrows intersect; and

e there are no two arrows /@ and @ such that A, B, C and D appear in clockwise order around the circle (not
necessarily consecutively).

UzZdavinys 10. In the land of Heptanomisma, four different coins and three different banknotes are used, and their
denominations are seven different natural numbers. The denomination of the smallest banknote is greater than the sum of
the denominations of the four different coins. A tourist has exactly one coin of each denomination and exactly one banknote
of each denomination, but he cannot afford the book on numismatics he wishes to buy. However, the mathematically inclined
shopkeeper offers to sell the book to the tourist at a price of his choosing, provided that he can pay this price in more than
one way.

(The tourist can pay a price in more than one way if there are two different subsets of his coins and notes, the denominations
of which both add up to this price.)

(a) Prove that the tourist can purchase the book if the denomination of each banknote is smaller than 49.
(b) Show that the tourist may have to leave the shop empty-handed if the denomination of the largest banknote is 49.

Uzdavinys 11. In the convex quadrilateral ABC'D we have /B = ZC and ZD = 90°. Suppose that |AB| = 2|C'D|. Prove
that the angle bisector of ZACB is perpendicular to C'D.

Uzdavinys 12. Two circles Ty and I's intersect at points A and Z (with A # Z). Let B be the centre of T'; and let C be
the centre of I's. The exterior angle bisector of ZBAC intersects I'; again at X and I's again at Y. Prove that the interior
angle bisector of ZBZC passes through the circumcenter of AXY Z.

For points P,Q, R that lie on a line £ in that order, and a point S not on £, the interior angle bisector of ZPQS is the
line that divides ZPQS into two equal angles, while the exterior angle bisector of ZPQS is the line that divides ZRQS into
two equal angles.

Uzdavinys 13. Let ABC be a triangle, and let D be the point where the incircle meets side BC. Let J, and J. be the
incentres of the triangles ABD and ACD, respectively. Prove that the circumcentre of the triangle AJyJ. lies on the angle
bisector of ZBAC.

UzZdavinys 14. Let ABC be a triangle with orthocentre H, and let D, FE, and F' denote the respective midpoints of line
segments AB, AC, and AH. The reflections of B and C in F are P and @, respectively. (a) Show that lines PE and QD
intersect on the circumecircle of triangle ABC'. (b) Prove that lines PD and QF intersect on line segment AH.

Uzdavinys 15. Let ABC be a triangle and let D be a point on the segment BC, D # B and D # C'. The circle ABD meets
the segment AC again at an interior point E. The circle ACD meets the segment AB again at an interior point F. Let A’
be the reflection of A in the line BC. The lines A’C' and DE meet at P, and the lines A’B and DF meet at Q. Prove that
the lines AD, BP and CQ are concurrent (or all parallel).

Uzdavinys 16. An integer n > 2 having exactly s positive divisors 1 = d; < dy < -+ < ds = n is said to be good if there
exists an integer k, with 2 < k <'s, such that dy, > 1+ d; + -+ di_1. An integer n > 2 is said to be bad if it is not good.

(a) Show that there are infinitely many bad integers.
(b) Prove that, among any seven consecutive integers all greater than 2, there are always at least four good integers.
(¢) Show that there are infinitely many sequences of seven consecutive good integers.

Uzdavinys 17. Let n be a positive integer. Suppose that its positive divisors can be partitioned into pairs (i.e. can be split
in groups of two) in such a way that the sum of each pair is a prime number. Prove that these prime numbers are distinct
and that none of these are a divisor of n.

UzZdavinys 18. Does there exist an infinite sequence of positive integers ay, as, as, ... such that a,, and a,, are coprime if
and only if |m —n| =17

Uzdavinys 19. An integer m > 1 is rich if for any positive integer n, there exist positive integers x,y, z such that n =

ma? —y% — 22. An integer m > 1 is poor if it is not rich.

(a) Find a poor integer.
(b) Find a rich integer.

Uzdavinys 20. Let a,b, ¢, d be positive integers such that ad # bc and ged(a, b, ¢, d) = 1. Let S be the set of values attained
by ged(an + b, cn + d) as n runs through the positive integers. Show that S is the set of all positive divisors of some positive
integer.
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