Grafai

Motiejus Valiunas

Uzdavinys 1. Pievoje stovi n € N zmoniy taip, kad kiekvieno Zmogaus atstumai iki visy kity
Zmoniy yra skirtingi. Kiekvienas yra apsiginklaves vandens pistoletu, ir davus signala Sauna ir
pataiko j jam arciausiai stovintj Zmogy.

Jei n yra nelyginis, jrodykite, kad bent vienas zmogus liks sausas. O jei n yra lyginis?

Uzdavinys 2. Dvi dienas vykstanc¢iame turnyre zaidzia 2024 komandos. Kiekvieng diena, kie-
kviena komanda suzaidZia lygiai vienerias rungtynes (su kazkuria kita komanda).
Irodykite, kad pasibaigus turnyrui liks 1012 komandos nezaidusios viena su kita.

Uzdavinys 3. Irodykite, kad grupéje n € N Zmoniy bus du tokie, kurie Sioje grupéje turi ta
patj skai¢iy draugy. (Draugysté visada abipusé ir niekas néra draugas sau.)

UZdavinys 4. Antanas ir jo zmona Biruté dalyvauja vakarélyje kartu su keturiomis kitomis
sutuoktiniy poromis. Vakarélio metu kai kurie iS 8iy 10 Zzmoniy paspaudé ranka kitiems, bet
niekas nespaudé rankos sau ar savo porai. Vakarélio pabaigoje, Antanas visy kity paklausé,
keliems Zmoniems kiekvienas paspaudé ranka, ir gavo 9 skirtingus atsakymus.

Keliems zmonéms ranka paspaudé Antanas?

Uzdavinys 5. 300 Sachmatininky zaidZia turnyre. Jo metu, kiekviena pora zaidéjy suzaidzia ne
daugiau nei viena partija, ir kiekviename trejete sachmatininky yra bent viena pora nezaidusiy.
Egzistuoja skai¢ius n € N tenkinantis salyga: kiekvienas zaidéjas suzaidzia ne daugiau nei n
partijy, ir kiekvienam m € {1,...,n} egzistuoja zaidéjas, suzaides lygiai m partijy.

Raskite didziausia galima skai¢iaus n reikSme.

Uzdavinys 6. Kai kurie MEMO’24 dalyviai tapo draugais MEMO’23 metu. Kiekvienam tokiam
dalyviui X, tegu ¢(X) buna per MEMO’23 surinkty tasky skai¢ius. Yra Zinoma, kad jei X ir YV
yra draugai tai t(X) # t(Y), ir kad kiekvienam dalyviui X, aibe {¢(Y) | Y yra X draugas}
sudaro iS eilés einantys naturalieji skaiciai.

Raskite maziausia skaiCiy saliy, j kurias paskirste mokinius MEMQO’24 organizatoriai galéty
garantuoti, kad jokie du draugai nebus paskirti j ta pacig sale.

Uzdavinys 7. Pirmasis koordinad¢iy plokstumos kvadrantas yra isklotas 1x 2 domino plytelémis,
kurios viena kitos nedengia, uzpildo visa kvadranta ir neiSeina i§ jo riby. Blusa sédi taske (0,0)
ir gali 8okti i8 plytelés kampo ] prieSinga kampa neribota skaiciy karty.

Ar jmanoma plyteles iSdélioti taip, kad blusa, kad ir kaip ilgai Sokinédama, negaléty nutolti
nuo (0,0) didesnj atstuma nei 20247

Uzdavinys 8. Valstybéje yra 2024 miestai, i§ kuriy kai kurie yra sujungti gelezinkeliais. Yra
Zinoma, kad né vienas miestas neturi gelezinkeliy nutiesty j visus kitus miestus, bet egzistuoja
n € N tenkinantis salyga: bet kuriems n miestams, galima rasti dar vieng, sujungta gelezinkeliais
su visais n miestais.

Raskite didziausia galima skai¢iaus n reiksme.

Uzdavinys 9. Vaiky prieglaudoje kiekviena pora naslai¢iy yra arba draugai, arba priesai. Kie-
kviename trejete bet kurio naslai¢io draugy yra lyginis skaic¢ius priesy pory.

Irodykite, kad jmanoma kiekvienam naslaic¢iui paskirti du tévus taip, kad kiekviena pora
draugy turi lygiai vieng bendra tévag, né viena pora prieSy neturi bendry tévy, ir né vienas
trejetas tévy néra ,meilés trikampyje” (kur kiekviena pora i§ iy trijy tévy turi bent po viena
vaika).
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Uzdavinys 10. Du kvadratiniai popieriaus lapai, kiekvieno i§ kuriy plotas yra 2024, yra pa-
dalinti j vienetinio ploto daugiakampius (nebutinai tuo pac¢iu budu abiejuose lapuose) ir padéti
vienas ant kito.

Irodykite, kad jmanoma 2024 smeigtukais perdurti visus 4048 daugiakampius.

Uzdavinys 11. Sachmatq lentoje stovi 8n boksty (kur n € {1,...,8}), po n kiekvienoje eilutéje
ir kiekviename stulpelyje.
Irodykite, kad tarp Siy boksty galima rasti astuonis, kurie vienas kito neatakuoja.

UzZdavinys 12. Senovéje gyveno kelty gentis, sudaryta is keliy Seimy. Daug i$ ty Seimy nesu-
taré viena su kita, ir tokiu atveju ju vadai nespausty vieni kitiems ranky. Paskutiniame vady
susitikime jie net suprato, kad nejmanoma i8délioti keturiy ar daugiau vady j rata taip, kad
kiekvienas jame esantis vadas sutikty paspausti ranka savo kaimynams.

Siekdamas pabrézti situacijos rimtuma, genties druidas surinko po tris aukso monetas i$
kiekvienos Seimos, ir leido vadams paspausti kitiems vadams rankas, jei jie to noréjo. Uz kiekvieng
rankos paspaudima, jis sumokéjo abiems jame dalyvavusiems vadams po vieng aukso moneta.

Irodykite, kad po visy rankos paspaudimy druidui dar liko bent trys aukso monetos.

Uzdavinys 13. Iliuzionistas isdélioja 52 kortas, sunumeruotas skaiciais 1, ..., 52, uzverstas ant
stalo. Detektyvei yra leidziama atlikti k& éjimy, per kiekviena kuriy ji nurodo dvi kortas ir iliu-
zionistas pasako, ar skaic¢iai uzraSyti ant ty korty eina i$ eilés, ar ne. Po 8iy &k éjimy, detektyvé
nurodo dvi kortas ir laimi Zaidima, jei ant jy uzraSyti skaiciai eina i§ eilés (kitu atveju laimi
iliuzionistas).

Irodykite, kad detektyveé turi laimincig strategija tada ir tik tada, kai & > 50.

Terminologija

Grafas G = (V,E) — tai aibé V (virsunés) ir poaibis E C V x V (briaunos). Dazniausiai
priimsime, kad aibé V' yra baigtiné.

Grafa G = (V, E) yra paprastas jei (v,v) ¢ E visoms v € V ir neorientuotas jei (w,v) € E
visoms (v, w) € E. Priimkime, kad jei kitaip neparasyta, visi nagrinéjami grafai yra paprasti ir
neorientuoti; tokiu atveju briauna (v,w) sutapatiname su (w,v) ir galime zyméti {v,w} arba
tiesiog vw.

Jei grafas G turi briaung vw, tai sakome, kad virSuné w yra virSunés v kaimynu, ir raSome
v ~ w. Aibe visy vir§unés v kaimyny Zymime N (v), o jos galia vadiname vir§unés v laipsniu
deg(v) = |N(v)|. Bet kuriam poaibiui A C V', N(A) zymi aibe visy virsuniy, kurios turi kaimyny
aibéje A, t.y. N(A) = Uyea N(v).

Seka vir§uniy vg - - - v, yra vadinama (ilgio n) trasa jei v;—1 ~ v; (1 <i < n) ir jei kiekviena
i briauny v;—jv; yra pereinama tik vieng karta (t.y. vi—1v; # vj_1v; kai i # j). Tokia trasa
vadiname taku jei v; # v; kai @ # j, ir ciklu jei v; = v; tada ir tik tada, kai ¢ = j arba
{i,j} ={0,n} (tokiu atveju n > 3).

Grafas yra jungus jei kiekvieng porg virSuniy galima sujungti taku. Kiekvienas grafas gali buti
apibudintas kaip savo jungiy komponenty (t.y. maksimaliy jungiy pografiy) nesikertanti sajunga:
G=GiU---UGg.

Lema 1 (rankos paspaudimy). Kiekvienam grafui G = (V, E) galioja )¢y () deg(v) = 2|E].

Irodymas. Galime surasti aibés {(v,e) € V x E | e = vw kokiai nors w € V'} galia dviem budais:
pasirinkus v yra deg(v) galimy briauny e, o pasirinkus e yra 2 galimos vir§unés v. O

Pritaikymas. Uzdavinys 7.

Klika grafe G = (V, E) vadiname tokj poaibj A C V, kad v ~ w bet kurioms skirtingoms
virSunéms v, w € A. DaZnai naudojamos maksimaliy kliky savybeés; pavyzdziui, jei A, B CV yra
dvi skirtingos maksimalios klikos, tai egzistuoja virsunés a € A, b € B, kurios néra kaimynémis.

Pritaikymas. Uzdaviniai 8 ir 9.
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Dvidaliai grafai

Grafa G = (V, E) vadiname dvidaliu jei V galima iSskaidyti j dvi aibes V' = J U B, kur J ir
B yra atitinkamai juodos ir baltos virSunés, taip, kad kiekviena briauna jungia skirtingy spalvy
virSunes. Cia J ir B yra vadinamos virsuniy klasémis.

Pritaikymas. Uzdavinys 6.
Teorema 2. Grafas yra dvidalis tada ir tik tada, kai neturi nelyginio ilgio cikly.
Jrodymas.

(=) Tarkime, kad ciklas vy - - - v, prasideda juoda virsune vy. Tada vy yra balta, vy yra juoda
ir t.t., taigi vy yra juoda jei k lyginis ir balta jei k nelyginis. Kadangi vg = v,,, n turi buti
lyginis.

(<) Tarkime, kad grafas G = (V, F) yra jungus (kitaip $ia procedura galima pakartoti kiekvie-
nam jungiam komponentui). Pasirinkime virsune v € V', ir kiekvienam n > 0 pazymékime
V,, aibe virsuniy w tokiy, kad trumpiausias takas jungiantis v ir w turi ilgj n, t.y. Vo = {v} ir
Vot1 = N(V)\(VoU- - -UV,,) kai n > 0. Kiekviena virsune w € V,, nuspalvinkime juodai, kai
n lyginis, ir baltai, kai n nelyginis. Jei buty briauna jungianti dvi tos pac¢ios spalvos virSunes,
tai tokia briauna jungty dvi virgunes w,w’ € V,, kazkuriam n € N. Tokiu atveju turétume

takus vg -+ - v, i V) -0, kur vg = v = V), v, = w ir v, = W', ir jei k € {0,...,n — 1}
yra didziausias toks, kad v = vy, tada i8plaukty, kad vgvg1 -+ VULV, - - - U} yra ilgio
2(n — k) + 1 ciklas, priestara. O

Jei G yra dvidalis grafas su virsuniy klasémis J ir B, tai (J, B)-suporavimas yra |J| briauny
kurios neturi bendry virsuniy, t.y. aibé {jw; | j € J} briauny, tokiy, kad w; # w; kai j # j'.

Teorema 3 (Hall’o vedyby). Dvidalis grafas G su virsuniy klasémis J ir B turi (J, B)-suporavimg
tada ir tik tada, kai |[N(A)| > |A| visiems A C J.

Jrodymas.

(=) Jei A’ C B yra aibé virSuniy ,suporuoty“ su A, tai |A’| = |A] ir A" C N(A), taigi [N(A)| >
A

(<) Indukcija pagal |J|. Jei J = @, tai teiginys akivaizdus.

Priimkime pirma, kad |N(A)| > |A| visiems A C J isskyrus A = @ ir A = J. Pasirinkime
j€Jirbe N(j), ir tegu G' yra grafas gautas i8émus virSunes j ir b (ir visas briaunas
jungiancias j arba b su kitomis virsunémis) i G. Tada G’ turi (J\ {j}, B\ {b})-suporavima
pagal indukcine prielaida, ir kartu su briauna jb $is suporavimas virsta (J, B)-suporavimu
grafui G.

Priimkime dabar, kad |[N(A)| = |A| kokiam nors @ C A C J. Tegu G (atitinkamai G2)
yra grafas gautas paémus virSunes A U N(A) (atitinkamai (J \ A) U (B\ N(A))) ir visas
briaunas tarp jy. Tada galime patikrinti, kad G ir G2 tenkina teoremos salyga, taigi turi
atitinkamus suporavimus pagal indukcine prielaida. Siy suporavimy sajunga yra (J, B)-
suporavimas grafui G. O

Pritaikymas. Uzdaviniai 10 ir 11.



Hamiltono ir Eulerio marsrutai

Cikla vg - - - vy, grafe G = (V, E) vadiname Hamiltono ciklu jei jis pereina per kiekviena virsune,
ty. V={v; |1 <i<n}.

Teorema 4 (Ore’o). Tarkime, kad kiekvienai porai ,nekaimyny” v,w € V grafe G = (V, E)
galioja deg(v) + deg(w) > |V|. Tada G turi Hamiltono ciklg.

Irodymas. 18 pradziy pastebékime, kad grafas G yra jungus. I8 tikryjy, jei v, w € V néra kaimynai,
tai v,w ¢ N({v,w}) ir todél

IN(v) UN(w)| = [N({v,w})| < V| =2 < |V] < deg(v) + deg(w) = [N(v)[ + [N (w)],

is ko seka, kad N(v) N N(w) # @, t.y. v ir w turi bendry kaimyny. I$nagrinéje keleta atskiry
atvejy, galime taip pat priimti, kad |V| > 3, taigi G turi ilgio > 2 taky.

Tegu vy - - - v, buna ilgiausias takas grafe G. Parodysime, kad grafas G turi ilgio n + 1 cikla.
I3ties, jei vo ~ vy, tal vg--- vV yra toks ciklas, o jei vy = v, tai Ziurékime j aibés {1,...,n}
poaibius K = {i | vg ~ v;} it L = {i | v, ~ v;—1}. Kadangi takas vg - - - v, yra ilgiausias, visi vg
kaimynai yra aibéje {v1,...,v,}, taigi deg(vo) = |K|; analogiskai, deg(v,) = |L|. Taigi turime

|K| + |L| = deg(vo) + deg(vy,) > [V| > {vo,...,on} >n=|{1,...,n}| > | K UL,

is ko seka, kad K N L # @. Tada, pasirinkus bet kokj ¢ € K N L, turime ilgio n + 1 ciklg
VUL * * * Vi—1UnUn—1 " * * V; V0.

Galiausiai, jei 8is ilgio n + 1 ciklas néra Hamiltono ciklas, tai faktas kad G yra jungus leisty
sukonstruoti ilgio n + 1 taka, taigi takas vg - - - v, nebuty ilgiausias, priestara. O

Pritaikymas. Uzdavinys 13. Irodymo strategija panasi j uzdavinio 12.

Trasa vg - - - v, grafe G = (V, E) vadiname FEulerio trasa jei ji yra uzdara (t.y. vg = vy,) ir
pereina per kiekvieng briauna, t.y. E = {v;—1v; | 1 <7 < n}.

Teorema 5. Jungus grafas G = (V, E) turi Eulerio trasq tada ir tik tada, kai visy G virSuniy
latpsniai yra lyginias.

Jrodymas.
(=) Eulerio trasa, kiekviena karta praeidama pro virsune v, prideda 2 prie v laipsnio.

(<) Indukcija pagal |V|. Teiginys yra trivialus kai |V| < 1, taigi priimkime, kad |[V| > 2.

Kadangi G yra jungus ir |V| > 2, turime deg(v) # 0 (ir todeél deg(v) > 2) kiekvienai
v € V. Tai mums leidzia, pradedant nuo bet kurios virsunés vy, konstruoti trasa vovy - - -
tol, kol nepasiekiame jau matytos virsunés. Taigi turime nenulinio ilgio uzdara trasa T =
V41 - - - v; (kur v; = vj).

Tegu H buna grafas, gautas is GG iSémus visas trasos 1" briaunas. Tai darant visy virSuniy
laipsniai sumazéjo lyginiu skai¢iumi, taigi pagal indukcine prielaida, kiekvienas iS jungiy
grafo H komponenty (Hi, ..., Hy) turi Eulerio trasa. Kadangi G yra jungus, kiekvienas
H; turi bendry virsuniy su 7', kas mums leidzia ,suklijuoti‘ T su Eulerio trasomis grafuose
Hy, ..., Hi kad gautume Eulerio trasa grafe G. O



Faktorialal ir binominiai koeficientai

Greta Morkuné

Problem 1. Raskite visas naturaliyjy skai¢iy poras (z, y), tenkinancias
xl+2Y = (z+1)!
Problem 2. Raskite visus naturaliyjy skai¢iy trejetus (z, y, z), tenkinan¢ius lygtj
!+ 2Y = 2|
Problem 3. Raskite visas funkcijas f : N — N, tenkinancias abi savybes
1) f()f(2)--- f(n) = k!, (ky, € N) visiems n € N.

2) Bet kuriems m,n,p € N egzistuoja trikampis, kurio krastiniy ilgiai yra f(m), f(n) and f(p).

Problem 4. Naturaliesiems skai¢iams n > k > 0 zymékime

()= me=aw

Raskite visas tokias naturaliyjy skai¢iy (n, k) poras n > k > 0, kad ((Z)) yra sveikas skai¢ius.
Pastaba: n!! apibréziamas visy lyginiy skai¢iy sandauga iki (ir jskaitant) n, jei n yra lyginis ir visy nelyginiy skai¢iy
sandauga iki (ir jskaitant) n, jei n nelyginis. Pavyzdziui, 0! = 1,41 =2-4=8, 71 =1-3-5-7 = 105.
Problem 5. Raskite visas naturaliyjy skai¢iy (a,b) poras, tenkinandias lygtj
al +b! = a® + b

Problem 6. Raskite visas naturaliyjy skai¢iy (z,y) poras, tenkinancias lygtj

!+ yl = av.
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Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis

Greta Morkuné

Problem 1. (a) Irodykite, kad yra be galo daug tokiy racionaliyjy skai¢iy = > 0, kad {xQ} + {z} =0.99.
(b) Trodykite, kad néra tokiy racionaliyjy skai¢iy « > 0, kad {2?} + {2} = 1.

Problem 2. Raskite visus tokius realiuosius skaic¢ius = > 1, kad {/[z"] yra sveikas skai¢ius su visais naturaliaisiais n > 2.

Problem 3. Raskite lygties realiyjy sprendiniy skaiciy

1[5 [ -

Problem 4. Nagrinékime seka {%;SJ suk=1,2,...,1997. Kiek joje skirtingy nariy?

Problem 5. Duota, kad A yra lygties t? — 1998t — 1 = 0 teigiamas sprendinys. Duota tokia seka zg, 1, %2, ..., Zp,.. ., kad
2o =1, Tpt1 = [ Az, | for n = 1,2... Raskite lickana, dalijant x199s 1§ 1998.

Problem 6. (a) Irodykite, kad kiekvienam naturaliajam m egzistuoja toks naturalusis n > m, kad

201212 = (1) o

(b) PaZymeékime, kad p(m) yra toks maziausias naturalusis n > m kad tenkinama lygybé (x). Irodykite, kad p(2018) = p(2019).
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Kompleksiniai skai¢iai geometrijoje

Deividas Morkunas

Trumpas jvadas j kompleksinius skai¢ius. Kiekvienas kompleksinis skai¢ius gali buti iSreikstas kaip z = a
Kompleksinio skai¢iaus atvirkstinis yra Z = a — bi. Toliau pateiktos tapatybés yra teisingos: a +b = a +

ab=ab, ¢ = %, la|? = aa.

Im
i b z=a+bi
(a,b)
T T 0 T a T Re
| (av _b)
—b -
| zZ=a—W

Teoremos, kurias naudosime be jrodymo (jus neturite jy jrodyti olimpiadoje):

1. AB | CD tada ir tik tada, kai ¢=2 = <=4

2. AB 1 CD tada ir tik tada, kai ¢=% = —<¢=4

a—

|
al
|
al
o

3. Tagkai A, B, C yra kolinearus tada ir tik tada, kai ¢=2 = 2=<

a—

<
S
|
o

Teoremos, kurias jrodysime (jas galite naudoti olimpiadoje be jrodymo).
UzZdavinys 1. [rodykite, kad “7“’ = ¢ tada ir tik tada jei taskas C yra tasko AB vidurys.

Uzdavinys 2. [rodykite, kad ¢ = “ﬂiﬂ tada ir tik tada jei taskas C dalina AB santykiu a.

Uzdavinys 3. Jei taskai A, B, C yra ant vienetinio apskritimo ir taskas P and BC toks, kad AP 1 BC, jrodykite, kad
p=2(a+b+c—abc).

Uzdavinys 4. Jei tagkai A, B yra ant vienetinio apskritimo, o P yra liestinés sankirtos taskas nuo A ir B, tuomet p = %.

UzZdavinys 5. Tegu ABC yra trikampis su apskritimo centru O ir ortocentru H, tuomet h + 20 = a + b + c.
UzZdavinys 6. Jei taskas M yra trikampio ABC pusiaukrastiniy susikirtimo taskas, tuomet m = %”‘“

Uzdavinys 7. Jei taskai A, B, C, D yra ant vienetinio apskritimo, o P yra stygy AB ir C'D sankirtos taskas, tuomet

ab(c + d) — cd(a + b)
ab —cd




Lengvesnés praktikos uzduotys

Uzdavinys 1. (Eulerio ties¢) Duotas trikampis ABC, jrodykite, kad ortocentras, pusiaukrastiniy susikirtimo taskas ir
apibrézto apskritimo centras yra kolinearus.

UzZdavinys 2. Tegu ABC yra trikampis su apibrézto apskritimo centru O ir ortocentru H. Taskas P yra ant BC' taip, kad
AP 1 BC. Tegul AP pratesimas kerta apskritimg antra kartg taske D # A. Irodykite, kad HP = PD.

Uzdavinys 3. Tegu ABC' yra trikampis su apibrézto apskritimo centru O ir ortocentru H. Tegul M yra BC vidurio taskas.
Irodykite, kad 2 x OM = AH.

Uzdavinys 4. (Simsono ties¢) Tegu ABC yra trikampis su apibréztu apskritimu. Irodykite, kad statmenys i§ bet kurio
apskritimo tasko D j trikampio ABC kraStines yra kolinearus.

Uzdavinys 5. Tegu trikampio ABC' jbréztinis apskritimas lie¢ia krastine BC taske D, o DT yra apskritimo skersmuo. Jei
tiesé AT kerta BC taske X, tai BD = CX.

UzZdavinys 6. Keturkampis ABC'D yra jbréztas j apskritima su skersmeniu AC. Tiesés AB ir C'D susikerta taske M, o
liestinés apskritimui taskuose B ir D susikerta taske N. Irodykite, kad M N L AC.

Uzdavinys 7. Duotas keturkampis ABC D, kuris yra jbréztas j apskritima, taskus P ir () paZymime kaip taskus, simetriskus
taskui C' atitinkamai tiesiy AB ir AD atzvilgiu. Irodykite, kad tiesé PQ praeina per trikampio ABD ortocentra.

Uzdavinys 8. (Egmo 2013) Trikampio ABC krastiné BC pratesiama uz tasko C iki tasko D taip, kad CD = BC. Krastiné
C A pratesiama uZ tasko A iki tasko E taip, kad AE = 2CA. Irodykite, kad jei AD = BE, tuomet trikampis ABC yra
statusis.

Uzdavinys 9. Tegu S yra trikampio ABC apibréztojo apskritimo centras su spinduliu R, o H yra ortocentras. Pazymékime
taska @ taip, kad S buty atkarpos H(@Q vidurio tagkas. Tegul trikampiy BCQ, CAQ, ABQ pusiaukra$tiniy susikirtimo taskai
yra atitinkamai Ty, Ts, T5. Irodykite, kad ATy = BTy = C'T5 = %R.

Uzdavinys 10. Keturkampis ABC D yra jbréztas j apskritima. Jis lie¢ia krastines AB, BC, CD, DA atitinkamai tagkuose
M, N, P, Q. Irodykite, kad tiesés AC', BD, M P ir N(@ susikerta viename taske.

Sunkesnés olimpiady uzduotys

Uzdavinys 1. (LTU TST 2015) Duotas lygiagretainis ABC'D su centru S. Trikampio ABD jbréztinis apskritimas su centru
O liecia BD taske T'. Irodykite, kad tiesés OS ir CT yra lygiagrecios.

Uzdavinys 2. (EGMO 2023) Duotas smailusis trikampis ABC. Tegul D yra taskas ant jo apibréztinio apskritimo taip, kad
AD yra skersmuo. Tarkime, kad taskai K ir L yra ant atkarpy AB ir AC, atitinkamai, ir kad DK bei DL yra liestinés
apskritimui apie AK L. Irodykite, kad ties¢ K L eina per trikampio ABC' ortocentra.

Uzdavinys 3. (MEMO 2021) Tegul AD yra smailiojo trikampio ABC apibréZtinio apskritimo skersmuo. Tiesés einancios
per D, lygiagrecios su AB ir AC, kerta tieses AC ir AB taskuose E ir F, atitinkamai. Tiesés EF' ir BC' susikerta taske G.
Irodykite, kad AD ir DG yra statmenos.

Uzdavinys 4. (MEMO 2017) Tegul ABC yra smailusis trikampis su AB # AC, apibréztinio apskritimo centru O ir
apskritimu I'. Tegul liestinés apskritimui I" taskuose B ir C susikerta taske D, ir tegul tiesé AO kerta BC taske F. Pazymékime
BC vidurio tagka M, ir tegul AM vél kerta I' taske N # A. Galiausiai, tegul taskas F' # A yra taSkas ant I" toks, kad taskai
A, M, FE ir F yra ant vieno apskritimo. [rodykite, kad F'INV dalina atkarpa M D pusiau.

Uzdavinys 5. (MEMO 2016) Tegul ABC' yra trikampis, kuriame AB # AC. Tagkai K, L, M yra krastiniy BC, CA, AB
vidurio taskai. Trikampio ABC' jbréztinis apskritimas su centru I lie¢ia BC' taske D. Tiesé, einanti per I D vidurio taska ir
kuri yra statmena I K, kerta tiese LM taske P. Irodykite, kad ZPIA = 90°.

Uzdavinys 6. (LTU BW TST 2018) Smailiajame trikampyje ABC aukstinés AD ir BE susikerta taske H. Tegul F' yra
tiesiy AB ir tiesés, lygiagre¢ios BC' ir einanédios per trikampio ABC apibreztinio apskritimo centra, sankirtos taskas. Tegul
M yra atkarpos AH vidurio taskas. Irodykite, kad ZCMF = 90°.

Uzdavinys 7. (LTU TST 2016) Smailiojo nelygiakrascio trikampio ABC aukstiné C'K susikerta su kitomis dviem aukstinémis
taske H. Ant krastinés AB pazymétas taskas D taip, kad atkarpa C'D eina per trikampio ABC' apibreztinio apskritimo centra
O. Taskas E dalina atkarpa C'D pusiau. Irodykite, kad ties¢ EK dalina atkarpa OH pusiau.
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MEMO 2024 stovykla
Olimpiada 1

2024-08-15

1. Duota, kad ABC yra statusis trikampis, /B = 90°. Taskas D yra ant
tieses C'B, taip, kad B yra tarp D ir C'. Duota, kad E yra AD vidurio
taskas, o F' yra antrasis apie AACD ir ABDFE apibrézty apskritimy su-
sikirtimo taskas. Jrodykite, kad keiciantis taskui D, egzistuoja fiksuotas

taskas, pro kurj visada praeina ties¢ FF'.

2. Burtininkas pagrobé 31 partijos A nariy, 28 partijos B nariy, 23 par-
tijos C' nariy ir 19 partijos D nariy. Bet kuriuo metu burtininkas gali
pasirinkti bet kuriuos tris Zzmones is trijy skirtingy partijy ir visus tris
padaryti ketvirtos partijos nariais.

a) Ar jmanoma, kad po kurio laiko visi pagrobtieji tapo vienos partijos
nariais? Jei taip, kuriai partijai jie visi priklauso?

b) Raskite visus tokius naturaliyjy skaiciy ketvertus, susidedancius iki
101, kad jei laikytume, kad tai keturiy skirtingy partijy nariy skaicius,
tai buty jmanoma, kad po kurio laiko visi Zmoneés tapty vienos partijos

nariais.

3. Raskite visus tokius sveikuosius n, kad [n3 —4n?+3n—35] ir |[n?+4n+§|
yra pirminiai skaiciai.
4. Raskite didziausia realy tokj skaic¢iy k, kad nelygybe

2(a* + kab + b?)
Froaty >V

yra teisinga visiems teigiamiems a, b.




MEMO 2024 stovykla
Olimpiada 2

2024-08-19

. Tegu ABC' yra trikampis, o I' yra apskritimas, kurio skersmuo AB.
Kampy ZBAC ir ZABC pusiaukampinés kerta [" atitinkamai taskuose
D ir E. Trikampio ABC jbréztinis apskritimas liecia BC' ir AC' atitin-
kamai taskuose F' ir G. Irodykite, kad taskai D, | F' ir G yra vienoje
tieséje.

. Duota (2n+1) x (2n+1) lenta. Kai kurie jos langeliai nuspalvinti juodai
taip, kad kiekviena 2 x 2 lentos dalis turi daugiausiai 2 juodus langelius.
Raskite, kiek daugiausiai juody langeliy gali buti lentoje.

. Raskite visus naturaliuosius skaicius n, kuris turi du skirtingus daliklius,
n

kurie vienodai nutolg nuo

. Aritmetinés progresijos pirmasis narys yra naturalusis skaicius a > 1.

Raskite visas tokias aritmetines progresijas, kad i skai¢iy a?, a®, a*, a®
lygiai du tos yra aritmetinés progresijos nariai, o taip pat aritmetinés
progresijos skirtumas yra kuo didesnis (skirtumas neprivalo buti natu-

ralusis skaicius).



