Funkcines lygtys

Deividas Morkunas

Uzdavinys 1. Raskite visas tokias funkcijas f : ZT — Z7, kad
af(bc) +bf(ac) + cf(ab) = (a+ b+ ¢)f(ab+ bc + ac).
galioja su visais a,b,c € Z7T.

Uzdavinys 2. Raskite visas tokias funkcijas f : RT™ — R™, kad

of+ ot ) = £ (1) + 1)

galioja su visais z,y € RT.
Uzdavinys 3. Raskite visas tokias funkcijas f : Z~o — Z~o, kad
MBK (m, f(m + f(n))) = MBK(f(m), f(m) + n)
galioja su visais m,n € Z*.
UZdavinys 4. Raskite visas tokias funkcijas f : R™ — R, kad

flety) fl@) SO flety)

flx)+ fly) < 5 v 2 oty

galioja su visais =,y € RT.

UzZdavinys 5. Raskite visas tokias funkcijas f : R — R, kur a € R yra konstanta, kad
flay+ 1) = f@)y+a

galioja su visais =,y € R.

UZdavinys 6. Raskite visas tokias funkcijas f : Ry — Ry, kad

1 1
fay+ 1= 1@ (3+7(5)):
galioja su visais z,y € Ryy.
Uzdavinys 7. Raskite visas tokias funkcijas f : (0,00) — (0, 00), kad
Fy(f(@)® +a) =2 f(y) + f(x)

galioja su visais z,y € RT.
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https://artofproblemsolving.com/community/c4h1355521p7422169
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1413224p7950916
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3100553p28033660
https://cdn.b3web.xyz/web/cms/optimizedBMO_2022_Problems_Solutions.pdf1652174033.pdf

Nelygybeés

Deividas Morkunas

UzZdavinys 1. Tegu n yra teigiamas sveikasis skai¢ius, kur n > 3, ir tegu aj,as9,...,a, yra kazkokio n-kampio krastiniy
ilgiai. Jrodykite, kad

al—l—ag—l—...—l—anz\/2~(a§+a§+...+a%)

Uzdavinys 2. Tegu n > 2 yra fiksuotas teigiamas sveikasis skai¢ius ir tegu ap,aso,...,a, yra teigiami realieji skaiciai,
tenkinantys a; + as + - - - + a, = 2" — 1. Raskite maziausia galima reikSme israiskos

aq a9 as Ay

+ + + -+
1 1+aq 1+a1 +as l+a1+as+---4+ap_1

Uzdavinys 3. Tegu n € N, n > 2, ir tarkime, kad a1, as, ..., a2, yra skai¢iy 1, 2,...,2n permutacija tokia, kad a; < a3z <
co. < aop_1ir as > aq > ... > agy. Irodykite, kad
(a1 - a2)2 + (0,3 — a4)2 + ...+ (agn_l — (Zzn)Z > ’/l3

Uzdavinys 4. Tegu k > 1 yra realusis skai¢ius, n > 3 yra sveikasis skai¢ius, o 1 > zo > .-+ > x, yra teigiami realieji
skai¢iai. Irodykite, kad

x1 + kz + k nt+k k+1
1 2+$2 133_’_”._1_1‘ x1>n( )
To + T3 T3 + T4 1+ X9 2

Uzdavinys 5. Tegu n yra sveikasis skaiCius, didesnis arba lygus 2. Irodykite, kad jei realieji skai¢iai a1, as, - - - ,a, tenkina
a? +a3+---+a2 =n, tai

1 n
> P——)

— n
1<i<j<n

turi buti teisinga.

UzZdavinys 6. Kiekvienam sveikajam skaic¢iui n > 2 nustatykite didziausig realigja konstanta C,,, tokia, kad visiems teigiamiems
realiesiems skai¢iams ag, ..., a, buty teisinga

2 2 2
Llaiih il <a1+'ﬁ'+a"> +Cp - (a1 — ay)?.

n

Uzdavinys 7. Tegu z1,xo, ..., T2924 yra neneigiami realieji skaiciai tokie, kad 1 < xo < - -+ < mogoy ir zi”—kx% +-- -—|—x%024 =
2024. Irodykite, kad

> (-D)Mata; > 1012,
1<i<j<2024

Uzdavinys 8. Tegu z1,...,x100 yra neneigiami realieji skai¢iai tokie, kad ; + ;41 + @j42 < 1 visiems ¢ = 1,...,100 (Cia
. . . e . 1 .
laikome, kad 2191 = 21 ir 102 = x2). Raskite didziausia galima sumos S = Zigi T;x;+2 reikSme.
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Radikalinés aSys

Greta Morkuné

Problem 1. Turint apskritimus w; ir wo, kurie kertasi taskuose X ir Y, tegul ¢; yra tiesé, einanti per w; centrg ir kertanti
wy taskuose P ir @), o 5 yra tiesé, einanti per wy centry ir kertanti wy taskuose R ir S. [rodykite, kad jei P, @, R ir S yra ant
apskritimo, tai Sio apskritimo centras yra ant tiesés XY.

Problem 2. Duotas trikampis ABC. Tegul P ir Q yra taskai ant atkarpy AB ir AC, atitinkamai, tokie, kad AP = AQ.
Tegul S ir R yra skirtingi taskai ant atkarpos BC' taip, kad S yra tarp B ir R, /ZBPS = ZPRS ir ZCQR = ZQSR. Trodykite,
kad P,Q, R, S yra ant to paties apskritimo.

Problem 3. Trikampio ABC perimetras yra 4. Tagkas X pazymétas ant spindulio AB ir taskas Y pazymétas ant spindulio
AC taip, kad AX = AY = 1. Atkarpos BC ir XY kertasi taske M. Irodykite, kad vieno i§ trikampiy ABM arba ACM
perimetras yra 2.

Problem 4. Tegu ABC yra trikampis, kurio apibréztinio apskritimo centras yra O. Taskai P ir @) yra atitinkamai CA ir
AB krastiniy viduje. Tegul K, L ir M yra atitinkamai atkarpy BP,CQ ir PQ vidurio taskai, o I' yra apskritimas, einantis
per taskus K, L ir M. Tarkime, kad tiesé PQ yra liestiné apskritimui I". Irodykite, kad OP = OQ.

Problem 5. Tegu BB; ir CC; yra trikampio ABC aukstinés. Jei BB kerta apskritimg ws su skersmeniu AC taskuose P
ir Q, o CC1 kerta apskritimag w; su skersmeniu AB taskuose M ir N, tuomet jrodykite, kad taskai M, N, P ir Q) yra ant to
paties apskritimo.

Problem 6. Smailiame trikampyje ABC' kampas B yra didesnis nei kampas C. Tegul M yra BC vidurio taskas. Taskai D
ir F/ yra atitinkamai aukstiniy i§ C ir B pédos. Taskai K ir L yra atitinkamai atkarpy M E ir M D vidurio taskai. Jei KL
kerta tiese, einandig per A ir lygiagrecia BC, taske T, jrodykite, kad TA = T M.

Problem 7. Tegu A, B,C, D yra keturi skirtingi taskai ant tiesés, iSdéstyti butent tokia tvarka. Apskritimai su skersmenimis
AC' ir BD kertasi taskuose X ir Y. Tiesé XY kerta BC taske Z. Tegu P yra taskas ant tiesés XY, iSskyrus taska Z. Tiesé
CP kerta apskritimg su skersmeniu AC' taskuose C' ir M, o ties¢ BP kerta apskritimg su skersmeniu BD taskuose B ir N.
Irodykite, kad tiesés AM, DN ir XY susikerta viename taske.

Problem 8. Duotas smailusis trikampis ABC, kuriame AB < AC. Tagkai F ir F' yra atitinkamai aukstiniy i§ B ir C pédos.
Tiesé, lietianti apie ABC apibréztg apskritima taske A, kerta BC taske P. Tiesé, lygiagreti BC ir einanti per taska A, kerta
EF taske Q. Irodykite, kad PQ yra statmena trikampio ABC pusiaukrastinei i§ tagko A.

Problem 9. Tegu I'y ir I'y yra du nesusikertantys apskritimai. Tagkai A ir C' yra ant I'1, o taskai B ir D yra ant I's taip,
kad AB yra iSoriné bendroji liestiné siems dviem apskritimams, o C'D yra vidiné bendroji liestiné Siems dviem apskritimams.
Tiesés AC ir BD susikerta taske E. Taskas F' yra ant I'y, I'; liestiné taske F' kerta EF' vidurio statmenj taske M. Ties¢ MG
yra liestiné I's taske G. Irodykite, kad M F = MG.

Problem 10. Tegu ABC yra trikampis. Ibréztinis apskritimas trikampyje ABC' lie¢ia krastines AB ir AC' taskuose Z ir Y,
atitinkamai. Tegul G yra taskas, kuriame susikerta tiesés BY ir CZ, ir tegu R ir S yra tokie taskai, kad keturkampiai BCY R
ir BCSZ yra lygiagretainiai. [rodykite, kad GR = G'S.
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Tikimybinis metodas kombinatorikoje

Aleksandras Melnik

1 Tikimyby teorija

Apibrézkime pradziai formaliai tikimybine erdve, o musy kontekste pakas Snekéti apie diskrecias tikimybines erdves. Taigi
tikimybiné erdve sudaro Sie ingredientai:

e O - elementariyjy jvykiy aibé (musy kontekste baigtiné).

e F - Q) poaibiy Seima, vadinama jos jvykiais. Si Seima turi buti uzdara sajungomis bei papildiniais, t.y. jei A € F ir
BeFtaiir AUB e FbeiQ\AecF.

e P: F —[0,1] - tikimybinis matas. Sis matas turi tenkinti ias savybes:

L. PQ)=1
2. Jei ANB =0 tai P(AU B) = P(A) + P(B)

Irodykite, kad @ € F ir P()) = 0.

Baigtinés tikimybinés erdvés atveju, dazniausiai naudojama Seima F = 292, t.y. visy Q poaibiy aibé. Tokiu atveju, matas
P yra pilnai nusakomas savo reik§miy taskinése aibése P({a}), jas dar Zymime p,.

Kita esminé savoka yra atsitiktinis kintamasis X. Musy kontekste atsitiktinis kintamasis yra funkcija X : Q@ — R.
Vienintelis reikalavimas yra tas, kad bet kurio realaus r € R pirmavaizdis X 1(r) = {a € Q | X(a) = r} priklauso F. Tai
leidZia naturaliai aibe X ~1(r), kaip joyks, jog X igyja reiksme r. Atitinkama tikimybe Zymime:

P(X =r):=P(X!(r))

Irodykite, kad visi realus r iSskyrus baigtin ju skaifiy jgyjami su nuline tikimybe, t.y. P(X = r) = 0 Tada galime ir
kiekvienam kitamajam pamatuoti jo vidurks':

E(X):=) r PX=r)
rER
Tuo atveju kai F = 2%, galioja patogesné formulé: Jrodykite E(X) = Y wca X(a) -po  Atsitiktiniai kintamieji pasizymi
taip pat patogiomis algebrinémis savybémis? - juos galima sudéti ir dauginti i§ konstantos, t.y., jei X : Q@ = RirY : Q — R
atsitiktiniai kintamieji, o A € R realusis skaiCius tai apibréziame funkcija X + AY : Q — R pareik8miui visiems a € € kaip:

(X +AY)(a) :=X(a)+ XY (a)
Irodykite, kad X + A\Y : Q@ — R yra atsitiktinis kintamasis. ~ Cia pasiekiame be galo naudingg savybe tikimybiniam
metodui kombinatorikoje: vidurkio tiesiskumg:
Irodykite, kad visiems atsitiktiniams kintamiesiems galioja:

E(X +\Y) = E(X) + A-E(Y)

2 Tikimybinis metodas

2.1 Dirichlet i$ naujo

Dirichlet narveliy principas naturaliai iSsiver¢ia j tikimybiy teorija:

Irodykite, jog jei E(X) > ¢ tai egsituoja a € Q toks, kad X (a) > ¢

Sis principas labai galingas uzdaviniuose kuriems reikia jrodyti, elemento su specifine savybe egzistavima. Tai galima
daryti konstruktyiviai, t.y. bandant ta elementa tiesiogiai "surasti", tai dazniausiai buna sunkiai padaroma, tad tada bando
rezultatg gauti nekonstrukyviai, t.y. parodyti elemento su savybe egzistavima jo tiesiogiai nepateikiant, kam puikiai tinka
aukséiau esantis principas.

Stai pavyzdys, §io metodo panaudojimo i§ jo pradininko Paul Erdégs’o:

Sakome, jog sveikyjy skaiciy aibé S yra besumé, jei joje néra skaiciy trejeto {x,y, 2z} tokio, kad = +y = 2. [rodykite, kad
bet kuri nenuliniy sveikyjy skai¢iy aibé A turi poaibj B C A tokj, kad |B| > %|A| ir B besumeé.

1Kanoninis lietuviskas terminas yra matematiné viltis, bet niekas taip nesako IRL.
?jie sudaro tiesing erdve (angl. vector space)



Sprendimo schema. Idéja tokia, jog jei A buty i$ eilés einanc¢iy skaiCiy seka, mes galétume tiesiog paimti vidurinj sekos
tre¢dalj. Bendru atveju pasinaudosime skai¢iy teorija ir tikimybiniu principu analogiskai konstrukcijai rasti. Téa darome
tokiais zingsniais:

1. Tegul p yra pirminis formos 3k + 2. Tegul S={k,k+1,...,k+ (k+ 1)}, parodykite, kad S yra besumé moduliu p, t.y.
neegzisuotja tokiy z,y ir 2 18 S, kad = + y = z (mod p)

2. Pagal Dirichlet pirminiy skai¢iy teorema egzistuos tokios formos p didesnis nei max,e 4 a.
3. B egzistavimg parodysime tolygiai atsitiktinai pasirinkdami parametra ¢ i§ Z, \ 0. Jis mums pagamina poaibj:

Bi:={a€ A:at (modp) e S}

4. Trodykite, kad B; besumeé.

5. Mums, reigkia, rupi a.d. |Bi|. Ji galime iSreiksti ir k

E(B) =S PlaeB)=Y Pt (modp)eS)> %|A|
a€A acA

7. Reiskia, egzistuoja toks t, kad |B;| > %|A|

Cia naudojome i8skirtine klase a.d. - indikatorinius a.d. Prisiminkime jvykiais vadiname tiesiog F elementus, tada
kiekvienam A € F galime apibrézti jo indikatorinj a.d.

I4(a) =1 kai a € A; 0 priesingai

Taip pat sakysime, kad du jvykiai A ir B nepriklausomi, tada kai P(A N B) = P(A)P(B)

Irodykite, jog jei A ir B nepriklausomi, tai E(I4 - Ip) = E(l4) - E(Ip)

Turnyru vadiname pilnajj kryptinj grafa. Hamiltono takas turnyre, yra seka virSuniy, kuria judamas pagal briauny kryptis
ir visos virsuneés aplankomos lygiai vieng karta. Irodykite, kad visiems naturaliems n egzistuoja turnyras su n vir§uniy ir
bent 27?—,'1 Hamiltono taky.



Sprendimas. Vietoj to, kad konstruotume tokj turnyra tiesiogiai, mes jj sugeneruosime atsitiktinai, ir parodysime, kad
Hamiltono taky skai¢iaus vidurkis yra pakankamai didelis.

Atsitiktin] turnyra T' sugeneruojame atsitiktinai ir nepriklausomai pasirinkdami kiekvienos briaunos kryptj su tikimybe
%. Tebunie n nesikartojanciy virSuniy sekai s, apibrézkime indikatorinj a.d. I, kuris lygus 1, kai s sudaro Hamiltono taka
ir lygus O priesSingu atveju. Kadangi s sudarys Hamiltono taka tik tada kai visos n — 1 brianos tarp gretimy sekos nariy
atsivercia reikiama kryptim, turime:

Pazyméje S - aibe n — 1 ilgio seky be pasikartojimo, apibrézkime Hamiltono taky skaic¢ius grafe:
H:E:L
seS

Jo vidurkis tada:

E(H) =E <ZIS> = Z L P(IS = 1) = Z in—l = QL‘,SL‘l = 2:11

seS seS sES

Taigi egsituos bent viena T realizacija kurioje Hamiltono taky yra ne maziau nei vidurkis, t.y. 2"—,'1

Grafo G neriklausomumo skaicius (Independence number) I(G) yra dydis didziausio poabio virSuniy, tokiy, kad tarp ju
nebuty briauny.

Zymint grafo virsunés v laipsnj d,,, jrodykite, jog I(G) > Y vea ﬁ

Sprendimas. Paimkime atsitiknj grafo vir§uniy vy, vs, . . . v, perstata. Sis perstatas apibrés unikaliai nepriklausoma pografi
H, jtraukiant tas virSunes kuriy visi kaimynai pasirodo véliau uz jas perstate.

Tikimybé, kad konkreti v atsitiktiniam perstate eis anks¢iau savo kaimyny yra ﬁ, reiskia toks ir vidurkis indikatorinio
a.d. I, jvykiui v € H.

Kadangi [H| =) .4

éj rezultata galime apibendrinti [MOP 2010]: Tebunie G grafas su E briauny ir n virSuniy, kuriy laipsniai dy,ds, . . ., d,.
Tebunie k naturalusis skaic¢ius tenkinantis k < % Parodykite, jog G turés indukuota porgafi H tokj, kad H nepriklauso

I, taigi gauname reikiama jvertj H dydziui.

klika K4 ir H turi bent % virSuniy.

Sprendimas. Analogigkai, kaip praeitame uzdavinyje.

[IMO SL 2012, C7| Ant apskritimo suzyméti 2°%° tagky kazkuria tvarka etiketémis 1,2, ... 25%0. Apibrézkime apskritimo
stygos verte kaip reik8miy jos galuose suma. Irodykite, kad egzistuoja 100 poromis nesikertanc¢iy stygu su ta pacia verte.

Sprendimo schema

1. Tegul n = 2% tada yra (%') stygy kuriy vertés priklauso aibei {3,4,...,4n — 1}. Idéja yra pasirinkti kandidatine
verte c tolygiai atsitiktinai, ir gauti gera jvertj reikiamo a.d. vidurkiui.

2. Sudarykime stygy su ta pacia verte ¢ incidentumo grafa, G, kur virSunés yra stygos, o tarp jy briauna tada ir tik tada
kai atitinkamos stygos kertasi.

3. Taigi ieskom didelés nepriklausomos aibés kazkuriame i§ G.. Renkantis atsitiktinj ¢, uZtenka parodyt, jog E(I(G¢)) >
100

4. Ivertinkime E(/(G.)) naudodamiesi i§ praeito uzdavinio jverciu I(Ge) >3-, cq. H_%:

1 4n—1 1
s> oty 3 (3 )

c=3 veG,

5. Prisiminkime, kad v ¢a yra styga, kuri turi konkrecia verte, tad pasirodo lygiai viename i§ G.. Reiskia, desinioji
auksciau esancio jver¢io pusés susipaprastina iki sumos per visas stygas

6. Dabar jvertinsime d,. Paémus styga v, pazymékime m(v) skaifiy virsuniy jos maZajam puslankyje. Akivaizdu, kad v
gali kristi daugiausiai m(v) kity stygy su ta pacia verte, taigi d(v) < m(v).

7. Taip pat matome, kad kiekviena i§ jmanomy m(v) ver¢iy jgyja lygiai 2n stygy v.

8. Suvedus viska kartu:

1 1 1 !
E(I1(Ge)) = i —3 <21+dv> “n 3 <Zl+m(v)> -

2n 49
>
“4n -3

1 1 1 9
>>2mn:m%”:m2>mo

(1

i:01+i 2 2



2.2 Nesikertantys jvykiai

Sakome, jog jvykiai A ir B nesikertantys, jei AN B = 0.

[Lema| Jei Ay, As, ... A, nesikertantys®, tai A; + Ay---+ A, <1

Pritaikysime lema: [IMO SL 2009, P4| Paimkime 2™ x 2™ Sachmaty lentele. Ji iSdalinta j sta¢iakampius taip, kad
kiekvienas langelis pagrindinéje jstrizainéje padengtas atskiru 1 x 1 staciakampiuku. Nustatykite kokia gali buti maziausia
visy stac¢iakampiy perimetry suma.

Sprendimas. W.L.O.G nagrinékime apatinj trikampj, ir fiksuokime dengima.

1. Tegul F; buna aibé sta¢iakampiy kurie turi bent vieng langelj i-tojoje eilutéje, o .S; aibé stac¢iakampiy kurie turi langelj
i-tajame stulpelyje.

2. Jy bendras perimetras bus P = >, |E;| + |S;|.

3. Dabar sugeneruosime atsitiktinj rinkinj staciakampiy pasirinkdami kiekviena sta¢iakampj nepriklausomai su tikimybe
1/2

4. Tebunie A; jvykis, kad visi i§ E; buvo pasirinkti, bet nei vienas i§ S; nebuvo pasirinktas. Aigku, P(A;) = 2~ (Fi+S:),
5. Isitikiname, jog Ay, As, ... A, nesikertantys, taigi 32~ (Pi+5) < 1 pagal lema.
6. Taikome AM — GM kairiajai pusei ir gauname jvertj P > m2m+!

[Lubell-Yamamoto-Meshalkin (LYM) nelygybé| Tegul By, Bo, ..., By poaibiai [n] = {1,2,...,n} tokie kad nei vienas i3 jy
néra kito poaibis (antigrandiné). Pazymeékime |B;| = b;, tada
k
1
Z (n) S 1

i=1 \b;

Sprendimas. Paimkime tokygiai atsitiktinj [n] perstata. Tegul A; jvykis, kad 8io perstato pradzia sudaro B;. Pastebéje, jog
Aq, As, ... A, yra nesikertantys ir susumave jy tikimybes, gauname norima rezultata.
Isvada. Sperner’io teorema. DidZiausia antigrnadiné turi ne daugiau kaip (f) elementy.
2

3 Papildomi Uzdaviniai

1. [Max cut revisited|
Give a probabilistic argument showing that the vertex set V' of a graph G with edge set E can be partitioned into two
sets V1 and V4 such that at least |E|/2 edges have one endpoint in V3 and one endpoint in V5.

2. [Hypergraph coloring]
Let F be a family of sets such that each set contains n elements and |F| < 2"~!. Show that each element can be
assigned either the color red or the color blue, such that no set in F' is monochromatic (contains elements of only one
color).

3. [A Bound on Ramsey Numbers]
The Ramsey number R(k, j) is defined as the least number n such that for any graph G on n vertices, G either contains
a clique of size k or an independent set of size j. Show that R(k, k) > 2¥/2 for each k.

4. [Stronger version of IMO Shortlist 1999, C4]
Let A be a set of n different residues mod n?. Then prove that there exists a set B of n residues mod n? such that the
set A+ B={a+0b|ac A bec B} contains at least (e — 1)/e of the residues mod n?.

5. [Another hypergraph coloring problem]
Let F be a family of sets such that each set contains n elements. Suppose each set in F' intersects at most 2”3 other
sets in F'. Show that each element can be assigned either the color red or the color blue, such that no set in F' is
monochromatic. Improve this bound (that is, replace 2"~3 by a larger number and prove the result for this number).

6. [Based on Russia 1999]
Let G be a bipartite graph with vertex set V"= V; U V5. Show that G has an induced subgraph H containing at least
|V'|/2 vertices, such that each vertex in V3 N H has odd degree in H.

3Turime omenyje poromis



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. [USAMO 2012, Problem 2]

A circle is divided into 432 congruent arcs by 432 points. The points are colored in four colors such that some 108
points are colored Red, some 108 points are colored Green, some 108 points are colored Blue, and the remaining 108
points are colored Yellow. Prove that one can choose three points of each color in such a way that the four triangles
formed by the chosen points of the same color are congruent.

. [List coloring]

Each vertex of an n-vertex bipartite graph G is assigned a list containing more than log, n distinct colors. Prove that
G has a proper coloring such that each vertex is colored with a color from its own list.

. Let A be an n x n matrix with distinct entries. Prove that there exists a constant ¢ > 0, independent of n, with

the following property: it is possible to permute the rows of A such that no column in the permuted matrix contains
an increasing subsequence of length \/n. (Note that consecutive terms in a subsequence need not be adjacent in the
column; “subsequence” is different from “substring.”)

[IMO Shortlist 2006, C3]
Let S be a set of points in the plane in general position (no three lie on a line). For a convex polygon P whose vertices
are in S, define a(P) as the number of vertices of P and b(P) as the number of points of S that are outside P. (Note:
an empty set, point and line segment are considered convex polygons with 0, 1 and 2 vertices respectively.) Show that
for each real number x,

>, =1L

a(P)-(1—z)b(P)

where the sum is taken over all convex polygons P.

[Bipartite Expanders|
A bipartite graph G with vertex set V' = V; U V4 is said to be an (n,m,d, 8) bipartite expander if the following holds:

(i) Vil =nand |[V5| =m
(ii) Each vertex in V4 has degree d
(iii) For any subset S of V' with |S| < n/d, there are at least 3|S| vertices in V5 that have a neighbor in S

Show that for any integers n > d > 4, there exists an (n,n,d, d/4) bipartite expander.

[Sphere packing]

Let n be a given positive integer. Call a set .S of binary strings of length n a-good if for each pair of strings in S, there
exist at least na positions in which the two differ. For instance, if n = 100 and a = 0.1, then any pair of strings in .S
must differ in at least 10 positions. Show that for each integer n and real number 0 < o < 0.5, there exists an a-good

set S of cardinality at least [\/ 2”(0‘5*0‘2)—‘.

As a (rather remarkable) corollary, deduce that the unit sphere in n dimensions contains a set of [\/ on/ 16-‘ points such

that no two of these points are closer than one unit (Euclidean) distance from each other.

Let F be a collection of k-element subsets of {1,2,...,n} and let x = |F|/n. Then there is always a set S of size at
T : .

least D which does not completely contain any member of F'.

[Another list coloring theorem]

Each vertex of an n-vertex graph G is assigned a list containing at least k different colors. Furthermore, for any color ¢

appearing on the list of vertex v, ¢ appears on the lists of at most k/2e neighbors of v. Show that there exists a proper

coloring of the vertices of G such that each vertex is colored with a color from its list.

[Due to Furedi and Khan|

Let F' be a family of sets such that each set in F' contains at most n elements and each element belongs to at most m
sets in F'. Show that it is possible to color the elements using at most 1 + (Inm)Inn colors such that no set in F is
monochromatic.

[IMO 2012, Problem 3]
The liar’s guessing game is a game played between two players A and B. The rules of the game are as follows:

A begins by choosing integers x and N with 1 < x < N. Player A keeps z secret, and truthfully tells V to player
B. Player B now tries to obtain information about z by asking player A questions as follows: each question consists
of B specifying an arbitrary set S of positive integers (possibly one specified in some previous question), and asking
A whether x belongs to S. Player B may ask as many questions as he wishes. After each question, player A must



immediately answer it with yes or no, but is allowed to lie as many times as he wants; the only restriction is that,
among any (k + 1) consecutive answers, at least one answer must be truthful.

After B has asked as many questions as he wants, he must specify a set X of at most n positive integers. If x belongs
to X, then B wins; otherwise, he loses. Prove that:
1. If n > 2’“, then B can guarantee a win.

2. For all sufficiently large k, there exists an integer n > 1.99% such that B cannot guarantee a win.
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